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des automorphismes d’une algébre de matrices
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INTRODUCTION.

Un résultat classique. le théoréeme de Skolem-
Noether, montre que les automorphismes de
I'algebre M, (K), ou K est un corps, sont tous
intérieurs, c’est-a-dire que tout automorphisme de
M,(K) est de la formeo,:A—P '"AP ou
Pe GL,(K) [2].

On peut trouver des algébres de matrices dont
les automorphismes ne sont pas tous intérieurs
(par exemple [1]). Cependant, dans ce résultat, les
automorphismes mis en évidence sont malgré tout
induits par la conjugaison, c’est-a-dire sont de la
forme A +— P 'AP, pour des matrices de per-
mutation particuliéres qui, bien entendu, n’appar-
tiennent pas a l'algébre considérée car, si c’était
le cas, il s’agirait a nouveau d’automorphismes
intérieurs.

On peut donc se demander si les automorphismes
d’une algébre de matrices M incluse dans M, (K)
sont tous induits par la conjugaison, c’est-a-dire
finalement ont tous le sens d’un changement de
base dans I’espace vectoriel K" sur lequel M opere
naturellement ; on peut poser une autre question :
soit M une algébre de matrices, quels sont les
invariants conservés par les automorphismes de
M ? On congoit que ceux-ci soient algébriques et
relatifs aux propriétés de M. On se demande s’il
est naturel que ceux-ci aient une interprétation
géométrique, c’est-a-dire liée non aux propriétés
d’algébre de M mais a celles de I'action de M
sur K"

Nous allons nous intéresser aux automorphismes
de lalgebre C[A] engendrée par une matrice
complexe A (de facon a pouvoir utiliser la
décomposition de Jordan); dans ce cas, comme
il s’agit d’une algébre commutative, il n’y a pas
d’automorphismes intérieurs non triviaux.

On montrera que le groupe des automorphismes
de C[A] contient naturellement des automor-

phismes induits sur C[A] par les automorphismes
intéricurs de M, (C) mais, a la difference des cas
citées plus haut. on verra qu’il peut exister aussi
des automorphismes non induits par les auto-
morphismes intérieurs de M, (C).

Une caractérisation des matrices A pour les-
quelles cette propriété est vraie sera donnée ainsi
que la détermination exacte des automorphismes
de C[A].

Pour étudier des automorphismes, on peut
remarquer qu’une maniére de définir un endo-
morphisme de C[A] consiste a considérer une
application [ telle que

D fI) =1,
if) f(A) appartient a C[A],

iif) [ est un morphisme d’algebres.

I. — GENERALITES DE TYPE ALGEBRIQUE.

On congoit aisément que si o est automorphisme
d’une sous-algebre M de M, (K), alors VA € M, (K),
Min (A) = Min (c(A)) ou Min (A) désignera le
polyndme minimal de la matrice A et donc
nécessairement A et o(A) ont méme spectre.

Pour toute valeur propre p de A, désignons
par n,(A, ), , ,ladimensionde Ker (A — pI)");
st o(A) est conjuguée avec A  alors
n(A, p) = n(c(A), p) pour tout i, mais sinon il
n'est pas du tout sir que ces entiers soient égaux.
Nous montrerons que dans le cas de C[A] il
existe des indicateurs numériques invariants par o.

Dans le cas de matrices a coefficients dans C,
on peut utiliser la décomposition de Jordan.

Rappelons d’abord des résultats lies a la
décomposition de Jordan: si u est un endomor-
phisme de C" il existe une décomposition
C" = @ V,, telle que, quel que soit jel,...,q,
la restriction de u a V; est de la forme h + n,
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ou h est une homothétie et n est nilpotent d'indice
¢gal a la dimension de V; (de plus, h et n sont
des polyndmes en u et, par suite, tout sous-espace
stable par u est stable par h et n).

Nous appellerons ces sous-espaces V; « cellules »
associées a u; la décomposition de C" en somme
directe des V; est unique.

Définition 1. — Caractéristique de Segre d’une
matrice.
Soit p,, ..., le spectre de A, pour chaque

valeur propre p, de A notons K(i, 1), ..., K(i, /)
la suite décroissante des dimensions des cellules
de Jordan associ¢es a la valeur propre p,;.
Nous appellerons caractéristique de
complete de A le tableau suivant:

wo KL D, K(1,2), .. K(L 1.
M3 K(2, 1), K(2,2), ..., K(2, ).

Segre

we K, D), K(r, 2), .o K(r ).

Ce tableau differe de la caractéristique de Segre
[3] par le fait que nous ne nous intéressons pas
seulement aux entiers K (i, j) mais aussi aux valeurs
des valeurs propres, ;.

Pour des raisons de commodité, nous appellerons
caractéristique de Segre compléte le tableau
incluant les valeurs propres et caractéristique de
Segre le tableau classique ne comprenant que les
entiers.

On désignera les termes K(i, 1) par le nom de
«tétes de lignes », en précisant éventuellement la
valeur propre associée.

Enfin, précisons que I'on peut supposer le
spectre de A ordonné, c’est-a-dire que les valeurs
propres sont rangées dans un ordre qui sera dit
«croissant ».

Exemple :
Soit la matrice
01 0000
00 0O0O0O0
A = 000 O0O0O0
000 00O
000 01 1
0000 01
Sa caractéristique de Segre sera donc:
2,1, 1.
2.

et sa caractéristique de Segre complete sera :

0;2,1, 1.
1;2.

Définition 2. — Matrice a caractéristique équi-
librée.

Une matrice A de M,(C) sera dite a caracte-
ristique équilibrée si sa caractéristique de Segre
possede la propriété suivante :

Deux lignes dont les tétes de lignes sont égales
sont identiques.

On notera cette propriété C.E. (caractéristique
équilibrée). Une matrice qui n’est pas a caracté-
ristique équilibrée sera dite C.N.E. (caractéristique
non équilibrée).

Exemple. — Soit les matrices A de I'exemple
précédent et B, définie par
010000
000 0O0O 0
B = 000 0O0O0
0001 10
000 O0T1O0
000001

A est a C.N.E. tandis que B est a C.E.

1. — QUELQUES GROUPES LIES A UNE MATRICE.

Soit A une matrice de M,(C), on peut définir
les groupes suivants :

e Le commutant de A, C(A), groupe des
matrices P de GI,(C) telles que PA = AP.

e Le groupe que nous désignerons par p(A),
formé par les matrices P de GI,(C) telles que
P 'AP peut s’exprimer comme un polyndéme en
A (exercice : vérifier que p(A) est un groupe). Il
est clair que C(A) est inclus dans p(A).

e Définissons G(A), le groupe des automor-
phismes de P'algébre C[A].

A tout ¢lément P de p(A) on peut associer
s(P) lautomorphisme de C[A] défini par
A — P7'AP. On obtient alors la suite exacte :

| - C(A) - n(A) - G(A).

Dans les cas de M,(K) et de Iarticle de Barker
[1], s est toujours surjective, mais nous allons
montrer que dans le cas considéré ici, celui de
C[A], ce n'est pas vrai; il est donc naturel de
définir le quotient G(A)/s[u(A)], ce groupe sera
designé par la suite par S(A) ; c’est lui qui mesure
si tous les automorphismes de I'algébre sont
induits par la conjugaison par certaines matrices
de M,(K) ou pas...

II. — Erupe pe S(A).

Rappelons-le

Lemme 3. — Une formule de Taylor.

Soit A une matrice de M,(C) de la forme
al + N ou N est nilpotente d’ordre n, si P est
un polynoéme de C[X], alors
P(A) = P(@)] + P'(@)N + P"(a)N/2!

+ oo + PO Y(@N (n = 1)

Démonstration : immeédiate.
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Proposition 4. — Construction de G(A).

Soit A une matrice de M,(C) dont le spectre
ordonné est 1,. ..., [,.

i) Tout endormorphisme de C[A] est induit par
A+ P(A) ou PeC[X].

ii) 1l existe une permutation 8 de {1, ..., r} telle
- que, quel que soit i :

e [a multiplicité de ., dans le polynéme minimal
de A = multiplicité de p; et P(po,) = W,

o Si u, posséde un bloc de Jordan d'ordre
supérieur strictement a 1. P'(n;) # 0.

Démonstration. — Comme le résultat est conserve
par conjugaison. nous allons raisonner sur le cas
d’une matrice sous forme de Jordan.

i) Considérons d'abord un endomorphisme f
de C[A]. il est connu dés qu’est connue la matrice
f(A) = A" de C[A]. c'est-a-dire le polynome P
tel que A" = P(A).

ii) A quelle condition sur P, I'endomorphisme
f(P) est-il une bijection de C[A]?

e Dans un premier temps, considérons le cas
ou A est un bloc de Jordan, d’ordre supérieur
a 1. associ¢ a la valeur propre y,:

D’aprés le lemme, P(A) est une matrice
triangulaire supérieure dont les termes de la
diagonale sont égaux a P(u;); comme A — p est
nilpotente d’ordre n, si P(A) est I'image de A
par un automorphisme, P(A) doit aussi avoir
pour valeur propre p,; (conservation du polynéme
minimal) et, de plus vérifier la relation P(A) — p,l
est nilpotente d’ordre n, ce qui sera le cas si, et
seulement si, P'(y;) # 0.

Inversement, si P’(i;) # 0, nous allons montrer
qu'il existe un polynéme Q de C[X], tel que
(QP)A) = A.

Deéveloppant P(X) et Q(X) suivant les puissances
de X — p;, ceci est équivalent a montrer que si
P est un polynome de C[X] tel que P(0) = 0 et
P'(0) # 0, alors il existe un polynéme Q tel que
(Q P)YX) = X modulo X" ; c’est un résultat connu
(notons qu’alors on a aussi (P.Q)(X) = X modulo
X").

e Dans le cas d’'une matrice ayant plusieurs
blocs de Jordan associés a une seule et unique
valeur propre, le raisonnement est le méme.

e Dans le cas ou il y a plusieurs valeurs
propres ,, ..., H,, les changements sont les
suivants :

P(u,) ne doit pas nécessairement étre égal a ,
mais a une valeur propre p;, racine de méme
ordre du polynéme minimal de A.

La condition P’(y;) # O permet comme plus
haut d’assurer I’existence de l'inverse.

Théoréme 5. — Condition nécessaire et suffisante
de nullité¢ de S(A).

Soit une matrice A de M, (C), on a l’équivalence
suivante : A est a C.E. si, et seulement si, S(A)
est nul.

Démonstration. — Soit B I'image de A par
I'automorphisme g de G(A), le polyndme minimal
de B est égal a celui de A, donc leurs spectres
sont égaux et les dimensions des blocs de Jordan
maximaux relatifs a chacune des valeurs propres
sont égales. Donc, les tableaux de A et de B ont
méme nombre de lignes et méme premier terme
dans chacune des lignes; de plus, si V; est une
cellule relative a A, il est stable par B et donc
peut se décomposer en une somme directe de
cellules relatives a B: W, pour iel,...,p.
Cependant, si B est I'image de A par un
automorphisme, A est I'image de B par lauto-
morphisme inverse et, par suite, chaque W, peut
se décomposer en une somme directe de cellules
relatives a A. en conclusion comme V, était
minimal. on en déduit que V; était déja une
cellule pour B. Donc. A et B ont méme polynome
minimal. méme spectre et aussi mémes cellules.

Maintenant distinguons trois cas.

1. Les tétes de lignes sont distinctes deux d
deux.

Donc, si a est une valeur propre de A, elle
I’est aussi de B, les tétes de lignes étant distinctes
deux a deux, les multiplicités de a comme racine
du polynéme minimal de A et de B étant les
mémes, on en déduit que si V, désigne une cellule
de dimension maximale associée a a pour A, elle
est aussi une cellule de dimension maximale pour
a et B. Par suite, si on considére une cellule
relative a A et a la valeur propre a, elle est
transformée en une cellule de B relative a la
valeur propre a, donc chaque bloc est transformé
sous l'action de g en un bloc semblable et A est
transformée en une matrice semblable B.

2. Les tétes de lignes ne sont plus distinctes
deux a deux, mais la matrice est a C.E.

Le raisonnement est analogue a ceci pres qu'’il
peut y avoir plusieurs cellules associées a des
tétes de lignes qui ont la méme dimension et
donc le raisonnement précédent permet de conclure
que sur ces blocs de dimension maximale 'action
de g peut étre une permutation.

Donc g permute éventuellement les valeurs
propres et donc les blocs, un bloc n’est pas
nécessairement transformé en un bloc semblable ;
mais « tout se retrouve » car les lignes associées
a deux valeurs propres permutées sont égales et
donc finalement une chaine de blocs a été
transformée en une chaine semblable a une autre
et réciproquement. Encore une fois, B est semblable
a A. Ceci etablit donc que si A est a CE.,
lapplication p(A) - G(A) est surjective donc
S(A) est nul.
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3. A est a C.N.E.

Dans ce cas, nous allons montrer qu’il existe
des polyndbmes P et Q de C[X] tels que
(P.Q)A) = A avec P(A) non semblable a A.
Pour cela nous allons utiliser la proposition 4 :
soit deux valeurs propres p, et p; correspondant
a des tétes de lignes égales mais des lignes
distinctes ; définissons une permutation s de
1, ..., r telle que s(i;) = j,. Montrons qu’il existe
un polyndéme P de C[X] tel que, quel que soit
iel,...,r, P(u) = et P'(p) # 0.

La premiére condition définit P comme appar-
tenant a un sous-espace affine E(A) de dimension
n — r de C[X], la deuxiéme condition définit P
comme appartenant a lintersection de n — r
ouverts denses de C[X] (avec bien entendu r < n).
Il existe de tels polyndmes P comme on peut le
voir facilement et méme de tels polyndmes forment
un ouvert dense de E(A). Le résultat est donc
établi.

On remarquera donc que, dans le cas de
I’algebre C[A], les automorphismes sont différents
du cas de Palgebre étudice par Barker [1] ou,
comme dans le cas de M,(K), le groupe que
nous avons désigné par S est trivial, tous les
automorphismes sont induits par la conjugaison
par des matrices de M, (K).

Exemple. — Dans le cas de la matrice A définie
plus haut, on peut construire la matrice A" qui
n’est pas semblable a A, mais I'endomorphisme
de C[A] défini par A — A’ est un automorphisme
de CIA].

Il suffit de déterminer un polyndme P(X) tel
que P(0) =1, P(1) = 0, P'(0) # 0 et P'(1) # 0.

Le polynéme P(X) =1+ X — 6X* + 4X°
convient.

Alors la matrice P(A) est égale a:

110000
010000
001 000
000100
00 0001
00606000

Corollaire. — Conservation des caractéristiques

de Segre.

Si M est une sous-algébre de M,(K) tout

automorphisme de M de la forme A~ P'AP .

conserve la caractéristique de Segre complete;
dans le cas de C[A], tout automorphisme o qui
n'est pas induit par la conjugaison dans M,(C),
ne conserve que la caractéristique de Segre (mais
pas la caractéristique compléte).

Théoréme 6. — Description de S(A).

Soit p,, ..., 1, le spectre ordonné de A, S(A)
est le sous-groupe de S, engendré par les
transpositions (i, j) pour les couples (i, j) tels que

Ky, 1) = K(;, 1) mais la i°ligne de la carac-
téristique de Segre est différente de sa j° ligne.

Démonstration. — Se reporter a la construction
faite dans les questions précédentes.

Exemple.

Soit une matrice A dont la caractéristique de
Segre est :

s

B
B 1 19
R,

l

4,2, 1.

S(A) est isomorphe au sous-groupe de S;
engendré par les transpositions: (l1.3). (2,4),
4, 5).

Théoréme 7. — Nature de G(A).
G(A) est le produit direct de S(A) et de s[pn(A))].

Démonstration. — Tout elément [ de G(A) est
connu dés qu’est connu f(A): d'autre part, les
¢léments de p(A) agissent sur les restrictions de
A aux cellules de A, tandis que les éléments de
S(A) échangent certains blocs de type K(i, p) (ou
p=2...).

IV. — LE RESULTAT DANS LE CAS D'UNE ALGEBRE DE
MATRICES TRIANGULAIRES.

Dans larticle de Barker [1] cité plus haut,
celui-ct montre que si M est une algébre de
matrices triangulaires engendrée par des matrices
de la forme E. (ou E. . désigne la matrice dont
tous les éléments sont nuls sauf celui qui se
trouve a lintersection de la i°ligne et de la

j colonne). alors le groupe des automorphismes

de M est le produit semi-direct du groupe des
automorphismes intérieurs de M et d’un groupe
d’automorphismes induits par la conjugaison
A — P7*AP pour des matrices P de permutation
associées a cette algebre.

V. — UNE REMARQUE ET DEUX QUESTIONS.

On avait remarqué que la conservation du
spectre et du polyndme minimal est naturelle ; ce
qui est curieux, c’est que dans les divers cas
considérés on a pu constater que les automor-
phismes d’algébre laissent invariante la caractéris-
tique de Segre et, dans le cas du théoreme de
Skolem-Noether, comme dans I'article de BARKER,
c’est méme la caractéristique compléte de Segre
qui est conservée, puisque I'image d’une matrice
est une matrice semblable.

Ceci est a priori surprenant car il s’agit la
d’éléments qui ne sont pas intrinséques a 1’algebre
de matrices mais liés a son action sur C".



Concours commun mines, ponts et chaussées

D’ou une premieére question: la situation
rencontrée ici, la conservation de la caractéristique
de Segre, est-elle vraie quelle que soit la sous-
algebre de M, (C)?

Deuxieme question : comment caractériser les
sous-algébres de M, (C) pour lesquelles la carac-
téristique de Segre complete est conservée, ou
pour lesquelles l'image d'une matrice est une
matrice semblable ?
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Concours commun mines, ponts et chaussées

Option M
Deuxiéme composition

6557. Irrationalité de n*.
(Voir I'énoncé complet dans la Revue n° 1, page 96.)

ParT1iE 1.

1° La fonction f est clairement continue sur R\nZ. On constate immédiatement qu’elle est
également continue en 0 et que sa limite a gauche au point m (qui vaut 0) est aussi égale a sa limite
a droite en ce méme point (c’est-a-dire a sa limite a droite au point — ).

La fonction f est donc continue sur R. Les restrictions de f a [— n,0] et [0, ] sont bien
évidemment de classe C”. La fonction f est donc continue et de classe C' par morceaux. Un théoréme
du cours assure que sa série de Fourier converge normalement et que sa somme est égale a f. On a
donc, avec les notations classiques

o(f)

VxeR, f(x)=——"+ Z (a,(f) cos nx + b,(f) sin nx).

Comme la fonction f est paire, on a Vun = 1, b,(f) = 0 et

2 (* 2 si o2 [t 2
a,(f) = —J (r — x)cos nx dx = —[(n - X)Em_n_x] - —j sinnxdx = —=((— )" — 1),
T J, T no |, nmj n*n
d’ou
4
ap(f) =0 et ay. ()= T p + i

n

On a d’autre part a,(f) = gj (r — x)dx = n. On déduit donc de ces calculs que
T

< cos(2p + Dx
L (2p + 1)

=0

VxeR, f(x)= %

n
2

2° Appliquons le résultat précédent pour x = 0. On obtient que

T 42 1
R RIS
2 Ttp__o(zp + 1)
soit encore
i 1 n’



