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Aspects algébriques de la théorie des systémes lineaires
(a coefficients constants)
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Y

Le probléme du concours ENSAE. 1™ épreuve,
a porté cette année sur une notion de la Théorie
des systémes linéaires : la controlabilité, qui releve
de la partie de cette théorie appelée « controle ».
« contrdle optimal »...

Les applications de ces disciplines sont vastes
et vont de ’Automatique ou elles sont évidemment
fondamentales jusqu'a la Théorie des systemes
économiques...

Le but de ces lignes est de donner une breve
introduction a cette notion qui a l'avantage
d’utiliser les connaissances en Algébre linéaire du
programme des Mathématiques spéciales (M, M’).

Définition. — Soit (A, B) e M, (R) x R", un vec-
teur Y e R" est dit (A B) contrélable s’il existe
(g, xo) € C(R*) x R" tels que la solution du systéme

X' = AX + gB

qui est définie par la condition initiale X(0) =Y
a la propriéte
X(xq) = 0.
Il est facile de montrer que la solution de ce
systéme qui vérifie X(0) = Y est donné par

~

u - X = MY - (

g(c)ert=9 dc)B.

vO

I. — ETUDE DE LENSEMBLE DES VECTEURS Y (A, B)
CONTROLABLES.

Théoréeme I.1. — Soit (A, B)e M, (R) x R";
I’ensemble T des vecteurs Y € R" qui sont (A, B)
controlables est un espace vectoriel réel.

Pour cela, nous avons démontrer le lemme
suivant.

Lemme 1. — Si Y est (A, B) contrélable, alors
il existe (g, x,) € C(R™) x R*, tels que la solution

Démonstration : Soit g, € C(R*) telle que
Ix, € R* avec X(xo) = 0 pour la solution X du
systtme X' = AX + gB qui vérifie X(0) =Y.

Le cas le plus simple est celui ou go(xo) = 0
alors en posant

glio.x01 = &o et 8o, +of =0

on obtient
Yu = xg,

ey + (J g(o)e A do)B
()
e""‘”‘°’{e“"°Y + (f g(o)elxo™ A do>B}
0
e”“”“"{go(xo) + (I g(c)exo A dc)B}

eA(ufxo){go(xO) + 0} = eA(ufxo){O + 0} = 0.

X (u)

Si go(x,) # 0 il va falloir construire la fonction
g de maniére plus « sophistiquée ».

Dans un premier temps, posons, aprés avoir
choisi x, > x, de maniére arbitraire :

800 l0. x = 80> goo(*1) = 0
goo affine sur [x,, x,]

8oo ][x‘. +oof = 0.

La solution de

X' = AX + gooB
X©0) =Y

satisfait ainsi X(x,) = 0, cherchons a corriger gy
en g, de telle sorte que la solution de

X = AX + g,B
X(©0) =Y

soit nulle sur [x,, + oo[. Pour cela posons

X du systéme 81lo, xg = &oo
X' = AX + gB 81lixg. xg = 800 T h
81 lix,, +or = 800 3

qui verifie X(0) =Y, soit nulle sur [x,, + oof.
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Les conditions que dévra remplir h sur [xo, x;]
seront :

a) h(xo) = h(x,) = 0 afin que g, soit continue.

b) J' ‘go(c)e“"" do = — J l h(c)e °* do.

*o

(]

En posant e oA = (aij(c))(i‘j)e i,..m2 €t
X1
j — go(0)a;(o) do = a;;,
o

on obtient donc pour les h les conditions

1. he E = {fe Clxo, x,]/ f(xo) = f(x1) = 0}.
2. V(i,j)eay,{l,. .‘.,n}z,

jxlh(c)aij(o) do=uo;;

X0

En munissant I'espace vectoriel E (de dimension
infinie) du produit scalaire

Xy

f. g — j f(o)g(o) do,

X0

on obtient donc dans I’espace préhilbertien reéel
E les condittons :

V(l9]) € {la L] n}2’ <h’ aij> = aij’

Ces conditions sont compatibles & cause de la
dimension de E donc h existe.

La démonstration du théoréme L. 1 en découle
aisement car si (Y;,Yy)eD? (A, A)eR? il
existe (x;, g) tels que la solution de

X' = AX + gB

avec X(0) =Y; (i = 1,2) est nulle pour x = X;
alors la solution de

X = AX + (hgy + 1282)B
X0 = MY, + 1Y,

est nulle sur [max (x,, x;), + o[
Introduisons quelques notations utiles :

C(o) = e **B;
W) = jx C(o0)'C(o) do;

0

%= Im(W)

xeR*

A = () Ker (W(x)).

xeR*

Théoréme L 2. — i) # et X sont des sous-
espaces vectoriels de R

i)y w oA =R

Démonstration : i) A est une intersection de

sous-espace vectoriels ; pour ce qui en est de ¥,
il suffit de montrer que l'application de R* dans
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I’ensemble des sous-espaces vectoriels de R” définie
par x — Im (W(x)) est croissante (pour la relation
d’inclusion).

Pour cela il est plus simple de considérer
Ker (W(x)) en remarquant que

j.x C(0)'C(o) do
0

¢tant symétrique. on a
R" = Im (W(x)) @ Ker (W(x)).
Soit Y e R",
Y e Ker (W(x)) <= W)Y =0 < YW(x)Y =0
<Y ‘XC(G)'C(G) doY =0
«0

<> J‘ TC(o)Y][C(o)Y]do = 0.
0

Or, l'application o ['C(c)Y]['C(0)Y] étant
continue et positive, on peut en déduire que
Y e Ker(W(x)) <« Vo €10, x],
‘FC(o)YI[C(o)Y] = 0;

Enfin, comme ceci est le carré scalaire de '‘C(o0)Y,
on en déduit que

Y e Ker(W(x)) < Vo [0, x], ‘C(0)Y = 0.
D’ou la décroissance de I'application

x — Ker(W(x)).

Par suite
J Im(Wx)) = liT Im(W(x)),

xeRt

ce qui permet de déduire que () Im(W(x)) est

xeRt
un sous-espace vectoriel de R".

On peut en fait dire plus; comme 'application
x — dim Im(W(x)) est croissante, a valeurs dans
{0, ..., n}, elle est stationnaire a partir d’un certain
moment, d’ou

IxeRtq |J Im(W(x) = Im(W(x).

xeR+t
ii) Comme -«
vx e R*, Im(W(x)) ® Ker(W(x)) = R"
on déduit de la derniere remarque que

¥ = | Im(Wx) = Im(W(x")

xeRt

A = Ker(W(x")).

et

Par suite
woX =R\

Précisons que, d’aprés les propriétés des sous-
espaces propres des endomorphismes symétriques,
la somme directe ci-dessous est orthogonale, ce
qui nous servira par la suite.
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Théoréme 1.3. — T = w".

Démonstration : i) Soit Y e ", alors il existe
(x,Z)e R* x R" tels que

Y = ( f xC(c)‘C(c)dc)Z.
(1)

En posant g(c) = — 'Be™°>'AZ on peut vérifier
que Y est ainsi (A, B) contrélable, d’ou

W cT.
i) Soit Y € ", alors
VxeR™", YC(x)'C(x)Y = 0,
d’ou
VxeR*, 'C(x)Y=0 cC'est-a-dire '‘Be °'AZ =0,

Si, de plus, Y est contrdlable il existe

(%0, 80) € R* x C(R*) tels que

X0
0 = er¥Y + (f go(c)e“’“"’)dc)B,
)

X0
Y = (j go(o)e""dc)B
0
et alors

X0
Y.Y = 'Y<J go(o)e“’"dc)B
o

donc

X0
J 80(0)'Ye °*Bdo
o
X0
- f 20(0){'Be~**Y} do = 0.
)

Dot 4 NI = {0}. Comme T est un sous-espace
vectoriel de R” qui contient %~ et dont I'intersection
avec X" est réduite au vecteur nul, on en conclut
que I' = %,

Ceci identifie formellement I’espace vectoriel des
vecteurs (A, B) contrélables ; cependant ce résultat
est peu maniable.

Définition. — On appelle matrice de controlabilité
du couple (A, B), la matrice C (A, B) dont les
colonnes sont celles de (B, AB, A’B, ..., A" 'B);
on a

C(A, B) e M, (R).

On désignera par C(A, B) I'espace vectoriel
engendré par les colonnes de C(A, B).

Théoréme 14. — I = C(A, B).
Démonstration : 11 suffit de montrer que
X+ =C(A,B).
On a montré dans la derniére démonstration que

YeX <VxeR*, 'Be ¥AY = 0;
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en dérivant cette égalité (par rapport a x) et en
posant x = 0 on en déduit

‘B'AFY = 0, Vk e N.

D’autre part d’aprés le théoréme de Hamilton-
Cayley

C(A, B) = Vect{A'B}, . .
On en déduit
Y e «YeC(A, B

Définition. — Une matrice M e M, (R) est dite
cyclique si, et seulement si, on a l'une des conditions
équivalentes :

i) Le polynome minimal de M est de degré n ;

ii) 11 existe un vecteur colonne Ve R" tel que
(V,MV, M2V, ... M""'V) soit une base de R".
(V est alors appelé vecteur cyclique relativement
a M).

L’équivalence des deux conditions ne pose de
probléeme que dans le sens i) = ii) (voir I'article
de P.Delezoide, RMS, n° 4, 1985-1986).

Théoréme 1.5. — Tout vecteur de R" est (A, B)
contrélable si, et seulement si,

1) A est cyclique ;
et

i) B est cyclique relativement & A.
Découle du théoréme 1.4.
Définition. — Un couple (A, B)e M,(R) x R"

est dit controlable si, et seulement si, tout vecteur
Y € R" est (A, B) contrélable.

Le théoréme 1.5 montre que

A cyclique

(A, B) contrdlable < {B cyclique relativement a A.

II. — SYSTEMES CONTROLABLES ET SYSTEMES A UNE
ENTREE.

Définition. — Dans le langage de la théorie des
systémes linéaires (a coefficients constants) on
appelle systéme G une entrée tout systéme de la

Sforme :
(x%) 2"+ a2 V+  +az=ut)

ou z et u sont des fonctions numeériques.

Proposition IL.1. — Quelle que soit la donnée
de conditions initiales

(z(0), 2'(0), ..., z"~1(0))

il existe une fonction numérique et un réel x, tel
que la solution z du systéme (x+) définie par les
conditions initiales vérifie

z|[x1‘+ao[ = O
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Démonstration : On sait que (%) se traduit
sous la forme

X' = AX + u()B
ou

0 1 0 Lt 0
0 0.. 1 :
A = g ‘..(.)
0 0 ............... 0 1
— 4, — Q- —a —a
0
0 z
B = avec X = z
0 Z-1)
1

Il est immédiat de montrer que A est cyclique
et B cyclique relativement a A. Cette proposition
montre que

¥(z(0), 2 (0), ..., 2" 1(0)) e R,
I(x,, u) e RY x C(R™).
La solution de (**) définie par ces conditions

initiales s’annule a partir de x,.

Théoréme  I1.2. - Si les matrices
(A, B)e M (R) x R" sont telles que tout vecteur
Y e R" est (A, B) contrélable, alors il existe une
matrice P e GL,(R) telle

Vge C(R*), X' = (P 'AP)X + gP~!B

soit de la forme (xx).
De plus P est unique et défini par

P = C(A, B).[C(C, d)] !

ou
0 1 0 0
0 0 1 :
C= 0
0 0 0 1
— an — Gn-1 —a — a1
/0
0
d=| :
0
1

et les scalaires a,, a,, ..., a, sont les coefficients
du polynéme minimal de A.

Remarque : Si X' = AX + gB et si on pose
X, = P7!X* alors

X1 = (P 'AP)X: + gP™'B
donc le théoréme signifie que le systéme
X' = AX + gB

correspond, par le changement de base défini par
P, 4 un systéme a une entrée.
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Démonstration : Si C =P 'AP et d=P 'B
alors
C(C,d)=W, Cd, ..., C"'d)
=(P~'B, P !AB, ..., P"!A""!B)
=P~ (B,AB),...,A" 'B)=P"'C(A,B).
C(C,d) étant inversible puisque (C,d) est
contrdlable on en déduit que

P=C(A B)[CC, ]!

est la seule valeur possible de P.
Reste a établir que

P IAP=C et

En comparant les premiéres colonnes des deux
matrices C(C,d) et C(A, B) on obtient bien
P !B =d et aussi les égalités

Cd =P !'AB=P 'AP.d
C3d =P...=(P 'AP)d

P 'B=4d

C-ld= ... = (PIAPY-U
donc
(C — P~'AP)(d) = (C — P~'AP)(Cd) = ...
=(C - P 'AP)C"" 2 = 0.
Comme (d, Cd, C%d, ...,C""'d) forme une base

de R" (car d est C-cyclique), il suffit de montrer
que

C.C"'d = P 'AP.C" 4.
Comparons les polyndmes minimaux de C et de

A, ils sont égaux (la derniére ligne de C a été
choisie pour cela!):

X"+ a, X"+ .- ta

n>

d’ou
(P~'AP)" = — q,(P"'AP)"!
- a,(P"'AP)*"2... — a,_,P"'AP — qId
et donc
(P !AP)'d = — a,(P"'AP)""!d
- a,(P"'APY""%d ... — a,_,P 'APd — a,d
=—-q,C""'d-a,C"%... —ad=C.

Finalement, (P"'AP)C" !d = C.C""'d et donc
P !AP et C coincident sur la base d, Cd,

C3d, ...,C" 'd et, par suite, sont égaux:
P !AP = C.
Définition. — Deux couples (A, By) et

(A,, By) e M,(R) x R* sont dits semblables s'il
existe Pe GL,(R) telle que

PIAP=A,
P-lBl = Bz.

Ceci est clairement une relation d’équivalence.
Le théoréme I1.2 signifie donc que tout couple
controlable est semblable a un couple (C,d)
unique, correspondant 4 un systéme a une entree.
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ITII. — CoOUPLES CONTROLABLES ET FEED-BACK.

La partie encore obscure du résultat du I
concerne la fonction g & employer pour obtenir
le résultat recherché. Les résultats suivants seront
quant a eux plus effectifs.

On peut considérer une classe élémentaire de
fonctions en imposant 4 g d’étre une forme
linéaire sur R",

X' = AX + g(X)B avec g(X) = <F,X)

ou F sera un vecteur colonne fixe appelé vecteur
de P'action en retour (feed-back vector). Alors le
systéme devient X' = (A + B'F)X.

Proposition III.1. — Soit le couple (A, B)
contrélable ; quel que soit le polyndme de degré
inférieur ou égal a n, il existe un vecteur F e R
tel que le polyndme minimal de A + B'F soit
égal a =

Démonstration : Le polyndme minimal étant
invariant par similitude, il suffit de démontrer le
résultat pour le couple (C, d):

0 1. 0
0 0. .

En posant F' =

C+ dF =

= Ba
ou

B =a —

Donc F’ est défini et par voie de conséquence F.
Remarquons que F’ est unique et par suite, F
aussi (a cause de I'unicité dans le théoréme I1.2).
Un calcul sans grandes difficultés montrerait
que

v;edl,...,nm.

kn—i+2,

'F = 'd[C(A, B)] !n(A).
Achevons ce paragraphe en faisant les remarques
suivantes :

1° Le choix de ® équivaut au choix des valeurs
propres de la matrice M telle que X' = MX.
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2° Les valeurs propres de M définissent le
comportement asymptotique de la fonction
t— X(t) ce qui introduit des propriétés comme
la stabilité ; en effet il suffit d’utiliser les résultats
suivants :

Proposition IT1.2.
1. Soit la matrice MeM,(R) ; lim M'=0 < les

t— + 0
valeurs propres (complexes) de M sont de module
strictement inférieur a 1.

2. Soit M e M,(R); les valeurs propres de e
sont les complexes € ou A € Specc(M) (Specc(M)
désignant les valeurs propres complexes de M).

Comme A =a + ib=|é}| = ¢*, on en déduit
facilement le théoréme suivant :

Théoréme II3. — Si le couple (A, B) est
contrélable, il existe un vecteur F € R" tel que les
solutions du systéme

X' = AX + B'FX

tendent vers 0 lorsque t tend vers + oo.
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